Ubungen zu Analysis fiir Physik II
SS 2013

Pror. H. MuUuTHSAM

115) Werten Sie folgende unbestimmte Formen aus:

1 log(1
a) lim —27 b) lim 081+ V@)
t Tl
c) lim (tan ;U)tan(zx) d) lim anx —sinx

o /4 =0 x(1 — cos )

116) Ebenso: Hier und weiter unten iiberlege man auch, womit man einfacher arbeitet:
mit Reihendarstellung (falls leicht erhéltlich) oder mit de 1'Hospital.

sin £
a) lim z%-logz (a > 0) b) lim —2
z—0+0 z—0 SInx
1 —cos% 1 1
c) lim ——2 d) lim ( — — —>
=01 — cosx e—0 \sinx

Falls nicht von vornherein eine Form 0/0 oder dgl. vorliegt, versuche man, sie durch
Umformung zu erreichen!

117) Ebenso:
a) lim sinz-tan (% — ) b)  lim z[log(l + vz2 + 1) — log z]

z—0+0 T—00
et — 1 — ge®/?
¢) lim——m—m——
x—0 {L‘3

118) Einem Patienten, der zur Nahrungsaufnahme nicht f&hig ist, wird (mit einer kon-
stanten Rate) Glukose (Traubenzucker) infundiert. u(t) bezeichne den Glukosege-
halt im Blut des Kranken; es sei u(0) = ug vorgegeben. Im Korper des Patienten
moge die Glukose mit einer konstanten Rate 5 (= abgebaute Glukosemenge pro
Sekunde und Gramm vorhandener Glukosemenge) abgebaut werden. Stellen Sie
die Differentialgleichungen fiir u auf, die diesen Prozefl beschreibt, und losen Sie
das entsprechende Anfangswertproblem! Zeigen Sie, daf u(t) fir ¢ — oo einem
Grenzwert zustrebt! Welchem?

119) Wir verfolgen Licht, das sich (lings einer Geraden z.B. von links nach rechts)
fortpflanzt. n(z) sei die Zahl der Photonen in der Position = pro cm der Geraden
(die sog. Zahlendichte; im 3D Fall ist sie entsprechend als Zahl der Photonen an
einer Stelle pro cm? definiert.) Wir betrachten den stationiiren Zustand, d.h., die
Phénomene mogen zeitunabhingig sein (sodafl ¢ gar nicht explizit vorkommt).
Begriinden Sie einen Ansatz n(z + Az) ~ n(z) — pn(z)Ax (mit einem 5 > 0)
fiir den Fall, daf3 gleichméafige Absorption vorliegt. 5 heiffit Absorptionskoeffizient.
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Formulieren und 16sen Sie die entsprechende Differentialgleichung. Bestimmen Sie
die ,Halbwertslinge“ &, d.h. jene GroBe, sodaB n(z + &) = n(x)/2 V.

120) Was geschieht im Fall, da8 § < 0 ist (sog. stimulierte Emission nach A. Einstein)?

121) z(t) bezeichne die Hohe eines Korpers iiber dem Erdboden und g(> 0) die (kon-
stante) Schwerebeschleunigung. Was sagt die DGL

i(t) =—g

aus? Finden Sie mit Potenzreihenansatz alle ihre Losungen. Stellen Sie die Glei-
chung fiir den Fall mit Reibung auf (die proportional zur Geschwindigkeit sein soll)
und untersuchen Sie auch diese mit Potenzreihenansatz.

122) n(t) bezeichne die Anzahl der Lebewesen einer Art zur Zeit ¢. Weshalb wird man
fiir den Fall einer ungestorten Vermehrung eine Gleichung der Form

n=an (A)
annehmen kénnen (« > 0 heifit Vermehrungsrate)? Was gilt fiir jede Losung n fiir

t — oo (falls n(0) > 0)?

123) Berechnen Sie fir z = 1+ und w = —1 + 4 |2|, |w|, arg z, argw. Ermitteln Sie
ferner 2z - w durch direkte Multiplikation sowie unter Benutzung der Betréige bzw.
Argumente. Uberpriifen Sie, ob die Resultate iibereinstimmen.

124) Es sei z € C, z # 0. Zeigen Sie: |1 i| und arg(2) = — arg z. Verwenden Sie dies,
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um fir z=1+7und w = —1+14: Z

bzw. i zu bestimmen.

125) Losen Sie die folgenden Gleichungen nach z auf:
a)iz=3+5i, b)(1+i)z=—i, ¢)(i+¢)z=2, d)(i—)z=2, e)z=1.

126) Berechnen Sie fir =8 — 6, y = 5 + 12i: Rex, Imx, Z, z + vy, © — y, xy, 5
127) Berechnen Sie fir x =4+, y =1 — 5i: Rex, Imy, =, x + 3iy, zy, %

128) Berechnen Sie (24 3¢)%, (24 3i)* und (4 +4)(5 —4)* 4+ (2 +7)(—2).

129) Uberpriifen Sie fiir die Funktion f(z,y) = ﬁ, daf (fir z # 0, y # 0):
OF — L st
oxdy Oyox :

130) Geben Sie die (im Sinne unserer Definition) beste (affin) lineare Approximati-
on von f(z,y) := log(zy) um die Stelle (zo,y0) = (1,1) an (log = natiirlicher
Logarithmus). Berechnen Sie mit ihrer Hilfe ndherungsweise log(zy) fir x = 1.1,
y = 0.9 und vergleichen Sie dies mit dem exakten Wert. Ebenso fiir x = 1.01,
y = 0.99.



131)

132)

133)

134)

Stellen Sie die Jacobi-Matrix zu

f(r,y,2)=<

I2+y2+22
2xyz

auf (f : R? — R?),

Die Schnittkurve K der beiden Flichen Graph(f) := {(z,vy, f(z,y)) : (z,y) € R?}
bzw. Graph(g) mit

floy) = 22% — 2%y,
g(x,y) =3y’ + a%y* = 5
durchstoBt die (z, y)-Ebene nahe dem Punkte (g, y9) = (1,1). Um zu einer verbes-

serten Kenntnis des Durchstofungspunktes zu gelangen, gehe man folgendermaflen
vor:

i) man bestimme die Gleichung der Tangentialebene an Graph(f) in
(0, Yo, f (20, Y0))
ii) man gehe entsprechend fiir g vor
iii) man bringe die Schnittgerade dieser beiden Ebenen mit der (z,y)-Ebene zum

Schnitt (d.h. mit der Ebene z = 0); somit erhélt man einen Punkt (z1,).
Dafl er gegeniiber (z,yo) verbessert ist, liest man an f(xy,y1) bzw. g(z1,y1)

ab. (Weshalb?)

Dieses Verfahren 148t sich natiirlich zu weiterer Genauigkeitssteigerung iterativ
fortsetzen. Kommt Thnen das Prinzip bekannt vor?

Die Funktion
u(z,y,t) = sinx cosy cos(x + y) cos(x — y) cos(wt)

beschreibt fiir ¢ > 0 eine mogliche Schwingungsform einer elastischen Membrane
im Rechteck [z| 4 |y| < 5. Am Rand dieses Rechtecks, {(z,y) : |z| + |y| = T}, ist
stets uw = 0. u(z,y,t) bezeichnet dabei die Auslenkung der Membrane im Punkt
(x,y) und zur Zeit t iiber (bzw. unter) die (z,y)-Ebene hinaus. Sie ist also am
Rand fest in der (x,y)-Ebene eingespannt.

Zeigen Sie:

i) u geniigt der Schwingungs- oder Wellengleichung
Pu o, (0Pu O
— =C R + R ,
ot? ox?  Oy?
wobei ¢ und die Kreisfrequenz w in einem Zusammenhang stehen (in welchem?)

ii) Bestimmen Sie die Knotenlinien von u, d.h.,
{(z,y) : u(x,y,t) =0 Vt}.

Das Potential einer elektrischen Punktladung im Punkt 2° € R? ist
U(z) = T, (z # z°) mit einer geeigneten reellen Konstante c.

E(z):= —grad U(z) ist der Vektor der elektrischen Feldstéarke.
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Berechnen Sie F(x). Zeigen Sie, dafi E(z) immer auf z° hinweist. In welche Rich-
tung hin nimmt U am raschesten zu bzw. ab?

Betrachten Sie speziell den Fall 2° = 0 € R?, z = (1,0,0)". Geben Sie zwei (linear
unabhéingige) Richtungen r an, fiir die 2%(x) = 0 ist. Welche einfache geometri-
sche Betrachtung hilft, solche Richtungen zu erraten? Wie kann man andererseits
derartige Richtungen leicht mit Hilfe der linearen Algebra angeben?

135) Bestimmen Sie fiir die Funktion

f(z,y) =y* = 3zy” + 2°

i) die Extremstellen (nebst Typ) bzw. die Sattelpunkte
i) die Extremstellen in {(z,y) : [z| < 2,|y| <2} und

iii) die Taylor-Entwicklung um den Punkt (%, %)

136) Bestiitigen Sie, daf die Gleichung y + 2z = €?¥/* fiir > 0 in zweierlei Art nach
y aufgelost werden kann, y = fi(x), y = fo(z). Bestimmen Sie den gemeinsamen
Definitionsbereich von f; und f;. Skizzieren Sie beide Graphen (ermitteln Sie dazu
insbesonders die Nullstellen von f] und f}).

Wie sieht die Sache bei Auflésung nach z,z = g(y), aus?

137) In der Himmelsmechanik (Bahnbewegung eines Planeten) stot man auf die Kepler-
Gleichung, die einen Zusammenhang zwischen dem Winkel ¢ (siehe Skizze) und
der Zeit t herstellt,

27t )

T = Y — esin .
T ist dabei die Umlaufzeit, ¢ (0 < € < 1) die sogenannte numerische Exzentrizitét
der Bahnellipse. Der Punkt P in der Skizze stellt den Ort des Planeten dar.

Y

—1 7
Zeigen Sie, dafi die Keplergleichung implizit genau eine Funktion ¢ = () definiert,
und ermitteln Sie die Extremstellen von ).

138) Finden Sie die Maxima und Minima von f(x,y) = xy, wenn (z, y) den Einheitskreis
{(z,y) : 2* + y* = 1} durchliuft.

139) Bestimmen Sie 3 Zahlen a, b, ¢, soda8l a + b+ ¢ = 90 und a? + b* + ¢* = Min!
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140) Finden Sie unter allen Quadern der Oberfliche 2 denjenigen mit maximalem Vo-
lumen!

141) Betrachten Sie eine Zustandsgleichung von Gasen,

f(p,p,T) =0.

Zeigen Sie, daf3 g_ig%g_z = —1 (also nicht +1, wie naives Kiirzen ergibe). Uber-

priifen Sie dies explizit fiir die Zustandsgleichung

f.p,T)=p—cpT =0 (ceR),

indem sie jeweils nach einer der thermodynamischen Variablen auflosen.

142) Berechnen Sie [(1 — z)d(z,y), wobei @ = [0,1] x [0,1].
Q

11 12
143) Ebenso [ [(axye™™¥)dydz, [ [ (—xlogy)dy d.
00 01

144) Eine Platte, beschrieben durch 1 < z < 2, 0 < y < 1 (Einheiten in c¢cm) hat
die Massedichte p(x,y) = ye®™ gcem—2. Berechnen Sie die Gesamtmasse und den
Schwerpunkt!

145) Der geometrische Schwerpunkt eines Bereiches D ist der Schwerpunkt, der sich bei
konstanter Massedichte in D ergibt. Berechnen Sie den geometrischen Schwerpunkt

fir D ={(z,y): -1 <2 <1,0<y <v1—2a2}.

146) Zeigen Sie (durch Ubergang zu passenden neuen Koordinaten bei der Integration):
Ein Kreissektor mit Radius r und Offnungswinkel o hat die Flache %7"204.

147) K, sei der Teil des Kreises mit Mittelpunkt 0 und Radius p, der im 1. Quadranten
der (z,y)-Ebene liegt, Q, = [0, p] x [0, p. Zeigen Sie K, C Q, C K, 5. Bestétigen
Sie ferner, dafl

/e—(x2+y2) d(x,y) = %(1 - e_”Q) (Polarkoordinaten!) und

K,
p

2,2 2 2
/e—(x +y )d(%y) = (/ e " dx) (Iterierte Integrale!).

Qp 0



Aus /6(12“/2) d(z,y) T % (p — 00) ist zu schlieflen
Kp

[ ) 15 (0 ), also

4
@p
/6_9”2 dx = \/7%, somit / e dr=+/7 (L. Euler).
0 —oo

148) Berechnen Sie das Volumen einer Kugel mit Radius R (und Mittelpunkt 0) durch
Ubergang zu Kugelkoordinaten (r, ¢, 9).
Begriinden Sie dabei insbesondere die Beziehungen
x =1 costcos
y = rcosvsinp
z = rsind

149) Zur Ermittlung des Volumens des Ellipsoides £ = {(z,vy, 2) : 2—; - ?;—; + i—; < 1}
ist der Ubergang zu sog. verallgemeinerten Kugelkoordinaten (r, ¢, 9) zweckmiBig,
die mit (x,y, z) in der Beziehung

x = ar cosv cos
y = brcosdsing
z = crsind

stehen. Geben Sie eine einfache geometrische Deutung von (7, ¢, 1) und ermitteln
Sie mit ihrer Hilfe das Volumen des Ellipsoides!

150) Die Zylinderkoordinaten eines Punktes (z, y, z) im Raume sind definiert als (7, ¢, z).
Dabei ist r = /22 + 3% und ¢ der iibliche Polarwinkel des Punktes (z,y) in der
Ebene (Skizze!). Stellen Sie das Integral [ f(z,y,z) d(z,y, z) in Zylinderkoordina-

D

ten dar!

151) Verwenden Sie das Resultat, um die Masse des Bereiches D = {(z,y, 2) : 2> +y* <
1,—1 < z < 1} zu bestimmen, der mit der Dichte p(z,y, z) = z2z* + 2%y* belegt
ist!

152) Driicken Sie Af(z,y, z) in Zylinderkoordinaten aus!
153) Der R? sei mit Masse erfiillt, und zwar mit einer Dichte p(z,y,2) = r® (0 < r < 1),
bzw. p(x,y,2z) = r? (r > 1). Dabei ist r = /22 + y2 + 22. Fiir welche Werte von

a bzw. 3 ist die Masse endlich, und wie grof} ist sie in diesem Falle?

154) D C R? sei ein Bereich, f : D — R. Das Mittel von f in D, f,, wird definiert durch
fp= ﬁ [ f(z,y,z)d(x,y, z). Machen Sie diese Definition plausibel. Nunmehr sei
D
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155)

156)

157)

D mit Masse erfiillt, u.zw. mit einer konstanten Massedichte p; die Gesamtmasse
von D bezeichnen wir mit M. Befindet sich nun in einem Punkt (z1,y,21) eine
Masse m, so ist das Gravitationspotential fiir diesen Korper

T1,Y1, 21 =Gm p
=) D/¢<x—xl>2+<y—y1>2+<z—zl>2

d(z,y, z).

Zeigen Sie, dafl U = [%] GmM ist, wobei r = \/(z — x1)2 +.... (Zusatzfrage: ist

zu erwarten, dafl [%] %

Eine Kugelschale D = {z € R® : R; < ||z| < Ry} ist elektrisch homogen geladen.
Ahnlich wie bei der Gravitation ergibt sich dann ein Potential, das bei Verwendung
passender Einheiten die Gestalt

1
Sy
|z =yl
D

hat. Driicken Sie dies in Kugelkoordinaten aus (||z|| = r, ||y|| = p) und zeigen Sie,
daf das Potential dann nur von r abhéngt, u.zw.

7 7 Ro

p % sin o
U , /// dp dp dy.
(@9 P2+ 12— 2rpcosd pee

0 771'R1

Berechnen Sie fir Ry = 2, Ry = 4: U*(r). (Félle: 0 < r < Ry; Ry < r < Ry;
Ry <r < o0).

Ein Massepunkt durchlauft als Funktion der Zeit ¢ die nachstehend angegebenen
Kurven, sodaf also y(t) die Position des Massepunktes zur Zeit t ist. Berechnen
Sie den Geschwindigkeitsvektor, die Geschwindigkeit sowie die Lénge des zuriick-
gelegten Weges.

a) v(t) = (m) + t(zz zl) 0<t<1 (Deutung des Weges?)

b) y(t) = (TN 0 <t <2m, >0 fest

yo+rsint

) y(t) = (rres?) 0 <t <2r (Deutung?)

Yyo-+rsin 2t

Weg in der Ebene in Polarkoordinaten. ¢ habe die fiir Polarkoordinaten {ibliche
Bedeutung. Unter einem Weg r = f(¢) (f eine Funktion mit nur pos. Werten,
entsprechend glatt) verstehen wir, in der iiblichen Darstellung in rechtwinkligen

Koordinaten, den Weg
_ f(SO)COSsO)
0= (e

Deuten Sie diese Begriffsbildung.
Fir f(¢) = p (konst.) erhdlt man also den Kreis mit Radius p, fiir f(p) = ¢ die
sogenannte archimedische Spirale (Skizze). Zeigen Sie, dafl die Lange des Weges
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im Bereich a < ¢ < b durch
b

L= / VI@P+ (F(@)Pdy

a

gegeben ist.

158) Berechnen Sie mit Hilfe des Resultats die Lénge des Teils der archimed. Spirale
(s.0.) fiir 0 < ¢ < 27, sowie der sogenannten Kardioide, r(¢) = a(1+cos ¢), wieder
fiir 0 < p < 27.

159) Es sei 0 < b < a. Durch
”y(t):(aCOSt), 0<t<on

bsint

ist eine Ellipse gegeben (Begriindung). Zeigen Sie, daf§ ihr Umfang
2
L= a/\/l — g2 cos?tdt
0

ist, mit £ 1= Y=L < 1.
Werten Sie dieses Integral (sog. ellipt. Integral) aus, indem Sie von der fiir |u| < 1

glm. konvergierten Taylorentwicklung
1 1 1-3 4

Vi-u=1—-y— — — ...
Y 2" 7o " T 46"

Gebrauch machen.

160) Berechnen Sie folgende Wegintegrale (v in Zeilenform)
a) [ydr+ady, ~(t)=(t,1*), 0<t<1
Y

b) [xdy —ydz, ~(t)= (cost,sint), —mw<t<m
¥

o) [etdr +e¥dy, ~(t)=(Vt,t), 0<t<1

Y

d) [zydz+ye®dy, - der geschl. Polygonzug durch die Punkte (0,0), (2,0), (2,1),
v

(0,1) und (0,0)
161) Unter der Wirkung des Kraftfeldes

flx,y) = (wfiyyg)

bewegt sich ein Massepunkt auf der Parabel y = 2% von (1, 1) nach (2, 4). Berechnen
Sie die entsprechende Arbeit!



162) n sei eine natiirliche Zahl n > 2. Zeigen Sie durch Konstruktion einer Stammfunk-
tion F, daB das Vektorfeld mit den Komponenten x/r", y/r", z/r" ein Gradien-

tenfeld auf R® — {0} ist. (r = /22 + y2 + 22).

(Anl.: Vgl. S. 11.4.1 zur Konstruktion von F).
163) Fiihren Sie die in der Vorlesung begonnene Berechung des Dipolpotentials zu Ende.

164) Das Paraboloid P hat die Parameterdarstellung

u+v
r(u,v) == (u—2v], (u,v) € R?.
2uv

a) Berechnen Sie die Gaufischen Fundamentalgrofien

b) Welche Raumkurven werden durch u = const. bzw. v = const. dargestellt?
In welchen Punkten von P schneiden sich die u- bzw. v-Isolinien (d.h. die Kur-
ven u = const. bzw. v = const.) senkrecht?

¢) Welche Bogenlinge hat die Kurve v auf P mit der Parameterdarstellung u = 2t,
v=3t0<t<1?

165) Es sei r = y/22 +y? (im Sinne ebener Polarkoordinaten) und f : R — R eine
(glatte) Funktion. Begriinden Sie, weshalb durch

T COS
(ryp) — | rsing

f(r)

eine Rotationsfliche (Drehung einer Kurve in der zz-Ebene um die z-Achse) ge-
geben ist. Geben Sie eine moglichst einfache Formel fiir die Oberfliche des zum
Parameterbereich —m < ¢ < 7, a < r < b gehorigen Teiles an (Arbeiten mit
Gauflschen Fundamentalgrofien).

166) Die Kuppel des Reaktors in Garching bei Miinchen hat die Gestalt eines halben
Rotationsellipsoides

2?2 2
I A A >
152 15 g O
(Lédngen in m). Welchen Flécheninhalt hat das Blechdach?
(Anl.: vorhergehendes Beispiel).

167) Der Membranmantel eines Kiihlturms hat die Form eines sog. einschaligen Rota-
tionshyperboloids. Dabei wird das Hyperbelstiick z?/37? — 22/67% = 1,
—114 < 2 < 32, z > 0, um die z-Achse gedreht. Wie grof3 ist die Oberflache?
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168) Stellen Sie die Oberfliiche A der Einheitskugel im R? in der Parametergestalt

COS U COS U . -
x(u,v) = | sinucosv (—Wgugw,—§§v§§>
sin v

dar. Deuten Sie v und v. Berechnen Sie sodann

/(.’Iﬁld.’lﬁg A\ d$5 + l’zdl’;g A dl‘l + l'3d$1 VAN CZ.CEQ)'
A
169) A sei nunmehr die obere Hélfte der Oberfliche der Einheitskugel (x5 > 0). p sei ein

fester Punkt auf der z3-Achse, p = (0,0,(), sodafl p ¢ A. ¢ variiere im folgenden
in A, und es sei 7 = ||p — ¢||2. Berechnen Sie dann

J = J(O) ::/%do

A

und geben Sie eine Deutung, wo ein derartiges Integral vorkommen konnte!
Bestimmen Sie ferner Clim ¢J(C).
—00

170) A wie im vorigen Beispiel. Wie grof ist

/ (a:2 + y2) do?
A
171) Die Fldche A sei gegeben durch
x(u,v) = (ucosv,usinv,v)’, 0<u<l, —-rn<v<m.
Das Vektorfeld f habe die Gestalt
f(z,y,2) = (y,—z,0)".

Berechnen Sie f f-ndo!
A

172) In dieser und den folgenden zwei Aufgaben bezeichnen a, b, ... (konstante) Vekto-
ren im R3, u,v,... (vektorwertige) Funktionen, d.h. Abbildungen R?* — R3; f, g
bezeichne reellwertige Funktionen, d.h. Abbildungen R* — R! oder R! — R!. Alle
Funktionen seien gehérig differenzierbar. x(€ R?) bezeichnet die unabhiingige Va-
riable in diesen Funktionen.

Zeigen Sie dann:

V(flg(x)) = f'Vy(x)
Vie-z)=a
V.-x=3
VAxz=0



173)

174)

175)

176)

177)

Zeigen Sie:
V(u-v)=(u-Vo+ (v-Viut+uA(VAv)+vA(VAu)
( U) (v-V)v+ovA(VAD)
V-(unv)=(VAu)-v—u-(VA0)
VA@uAY)=u(V-v)—v(V-u)+ (v-V)u—(u-V)v
(Beachten Sie dabei, dafl insbesondere das Vorhandensein bzw. Fehlen von Punkten

fiir innere Produkte ganz wesentlich ist!) Driicken Sie alle Formeln auch mit grad,
div, rot aus!

Mit A=V -V =02 + 092, + 03, gilt:
Au=V(V-u)—VA(VAu)
VA (Vf)=0
V- (VAu) =0

Die Matrix e (in der Physik: antisymmetr. Einheitstensor 3. Ranges oder Levi-
Civitd-Matrix bzw. -Tensor) ist die 3 x 3 Matrix mit den Elementen

€123 = €231 = €312 = 1, €213 = €391 = €132 = —1, €, = 0 sonst.

Zeigen Sie:
aNb=b-c-a

Betrachten Sie die Wellengleichung wuy;; = ., im R!, dazu Anfangsbedingungen
Die Anfangsbedingungen seien mit der Periode 27 periodisch. Geben Sie die all-
gemeine Losung der Gleichung (d.h. ohne Anfangsbedingungen) mit dem Fourier-
Ansatz u(t,z) = > ay(t)e™™® an. Driicken Sie ferner — unter Beachtung der An-
fangsbedingungen — die ay(t) durch die Fourier-Koeffizienten von g und h aus.
Extraaufgabe: konnen Sie die Losung so darstellen, daf in ihr die nach rechts bzw.
links laufende Welle klar sichtbar wird?

Fiir jede ganze Zahl n > 0 kann die n-te Besselfunktion J,(z) durch

Inl@) = 1-3-5--%z2n—1)7r/cos(ﬂ) (1)

-1

definiert werden.
Zeigen Sie:

a) JI+ L1+ (1—’;—5) J, =0
b) Jpi1(x) = Jpo1(x) —2J) (x) und J; = —J]
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